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Les math�matiques sont � la fois langage et g�om�trieÊ; plus pr�cis�ment, c'est une pratique

extr�mement raffin�e du langage et de la reconstruction de l'espace qui, si elle est unique dans

sa g�n�ralit� et son objectivit�, n'est qu'une partie de notre effort pour rendre intelligible le

monde. L'�tude de cette forme sp�cifique de savoir est li�e � celle des processus cognitifs

g�n�raux, et peut aider � les comprendre par la simplicit� et la profondeur de beaucoup de ses

m�thodes et de ses concepts. Nous n'examinerons ici que certains aspects des rapports entre

math�matiques et m�moire, car la construction de l'objectivit� math�matique est un enjeu tr�s

vaste qui implique dans son enti�ret� notre pr�sence d'�tres vivant dans le monde et dans

l'histoire1.

I. M�moire historique

La math�matique est une discipline en perp�tuelle reconstruction. Les math�maticiens ne

voient pourtant qu'un instantan� de l'�tat de leur art au moment o� ils travaillent, et progressent

dans un mouvement o� la m�moire historique du processus d'acquisition scientifique se perd �

chaque g�n�ration. Malgr� le travail des nombreux historiens des math�matiques, les praticiens

de la math�matique ne per�oivent jamais que les th�ories dans leur �tat actuelÊ: avec le temps,

les lemmes sont purifi�s, les th�ories red�finies et profond�ment r�vis�es, dans une

g�n�ralisation et une unification croissantes. Souvent, des th�or�mes profonds et difficiles du

si�cle pr�c�dent sont exp�di�s en quelques lignes, car leurs anciennes m�thodes de preuves ont

pu ouvrir des champs radicalement nouveaux, sugg�r� des th�ories nouvelles o� des axiomes

plus g�n�raux et des propri�t�s structurales clefs int�grent les th�or�mes initiaux dans des

cadres plus puissants, beaucoup plus commodes pour la d�duction et la compr�hension. Ainsi,

la m�moire historique des difficult�s et des r�sultats pr�c�dents est absente de presque toutes les

pr�sentations des math�matiques. Un math�maticien, lorsqu'il n'est pas historien professionnel,

1 Conf�rence invit�e, Colloque Le r�el en math�matiques, C�risy, Septembre 1999, actes � para�tre (P.
Cartier, N. Charraud eds).  Une version pr�liminaire de cet article, en anglais, a paru dans la Revue de
l'Association H. Poincar�, vol. 2, 1995. Traduit de l'anglais par G. Chatenay.
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ne peut souvent m�me pas lire les d�monstrations des r�sultats principaux de son propre champ

d'int�r�t telles qu'elles ont �t� �crites quelques d�cennies plus t�t, notamment parce que les

notations sont continuellement red�finies et r�invent�es. Les avantages techniques de cette

pratique sont immenses. Mais son r�le trompeur est � la mesure de ceux-ci, sur la question des

fondements du savoir math�matique.

Federico Enriques est l'un des rares math�maticiens qui essaya de combler cette lacune et fit

de nombreuses r�f�rences � l'histoire mouvante des math�matiques. Dans son Ïuvre

philosophique, il souligne le r�le de l'acquisition historique des r�sultats (leur

"conceptualisation progressive") comme clef de la question des fondements des th�ories

math�matiques et du d�veloppement de nouvelles directions de recherches2. La compr�hension

des math�matiques comme partie du savoir humain et historique, et non comme discipline isol�e

en vase clos, devrait inviter � accorder une plus grande attention � la m�moire historique.

II. La m�moire individuelleÊ: formes, id�es, constructions

Formes et id�es

Le manque de m�moire historique correspond aux pratiques dominantes dans les

math�matiques comme aux approches "intemporelles" du probl�me des fondements, que les

entit�s math�matiques soient consid�r�es en tant que "purs jeux de signes" (formels) ou comme

une "r�alit� absolue" (platonicienne). Les deux �coles fondationnelles plus importantes en

math�matiques, l'�cole formaliste et l'�cole platonicienne, ne donnent actuellement aucun r�le �

la m�moire historique ou individuelle. Les formalistes font r�f�rence � des "laboratoires"

parfaits de symboles sans signification dont la nature cristalline, intemporelle, d�fie toute

dynamique, en particulier celle d'un quelconque pass� m�moris�. De m�me, la r�alit� objective

d'entit�s math�matiques absolues, dans la compr�hension "r�aliste" ou platonicienne

pr�dominante des math�matiques, n'a rien � faire de la construction dynamique, historique ou

psychologique de la m�moire humaine, qui n'est habituellement jamais mentionn�e.

La m�moire joue pourtant un r�le crucial dans une description classique de la perspective

platonicienne en math�matiques, les �crits de Saint Augustin sur la m�moire. Pour Saint

Augustin, les nombres et les lignes existent dans notre esprit (anima) ind�pendamment du

langage et des dessins, par la vertu de la m�moire que Dieu nous a donn�eÊ:

"Les oc�ans, les montagnes, les rivi�res n'entrent pas en moi par la vue, seules

leurs images (É) sont pr�serv�es dans ma m�moire". Il en est diff�remment pour

les connaissances scientifiques, car "je ne me souviens pas de leurs images, mais

du savoir lui-m�me"3. (...) "La m�moire renferme aussi les rapports, les lois

2 Cf. Enriques [1909] et Enriques [1958].
3 Saint Augustin [401], livre X, VIII-IX.
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innombrables des nombres et des mesures. Rien de tout cela n'a �t� imprim� en

nous par les sens corporels, car ces notions ne sont ni color�es, ni sonores, ni

odorantes, ni sapides, ni tangibles. J'ai entendu les sons des mots par lesquels les

nombres sont signifi�s (É) mais les sons sont d'une autre nature que les choses

(É), les choses elles-m�mes ne sont ni du grec ni du latin"4. (É)

"J'ai vu des lignes trac�es par des architectes, aussi d�li�es qu'un fil d'araign�e.

Mais les lignes math�matiques ne sont nullement l'image de celles que m'a fait

conna�tre mon Ïil charnel. Chacun les reconna�t en lui-m�me, (É) o� elles ont une

existence absolue (valde sunt). (É) Toi aussi, mon Dieu, Tu habites dans ma

m�moire (Tu habitas certe in ea [memoria]), (É) puisque je te trouve en elle, dans

mon souvenir"5.

Intuition et m�moire

Descartes donne � la m�moire un r�le diff�rent et plus constructif. Le savoir math�matique

s'acquiert par deux diff�rentes "actions de l'esprit (É), l'intuition et la d�duction. Par intuition,

j'entends (É) la conception d'un esprit pur et attentif, conception si facile et si distincte

qu'aucun doute ne reste sur ce que nous comprenons. Ainsi chacun peut voir par intuition

(animo potest intuire) qu'il existe, qu'il pense (cogitare), que le triangle est d�fini par trois

lignes seulement, la sph�re par une seule surface, et des choses de ce genre (É). Ë l'intuition,

j'ajoute une autre forme de connaissance, bas�e sur la d�duction (É). [Celle-ci nous donne] des

v�rit�s (É) bien qu'elles ne soient pas elles-m�mes �videntes, pourvu seulement qu'elles soient

d�duites � partir de principes vrais et connus, par un mouvement continu et ininterrompu de la

pens�e, qui est une intuition claire de chaque pas individuel (singula). De cette fa�on, nous

savons que le dernier anneau d'une longue cha�ne est reli� au premier, m�me si nous

n'embrassons pas d'un seul et m�me coup d'Ïil tous les interm�diaires dont d�pend ce lien,

pourvu que nous ayons parcouru ceux-ci successivement (successive), et que nous nous

souvenions que du premier au dernier chacun tient � ceux qui lui sont proches. La d�duction

certaine se base donc sur un mouvement ou une succession (É) et elle re�oit sa certitude de la

4 Saint Augustin, [401], livre XII.
5 Saint Augustin, [401], livre XII, XXIV-XXV. Traduction �tablie � partir du texte italien compar� au texte latin.
Voici le texte fran�ais de l'�dition de la Pl��adeÊ: "Ces montagnes, ces fleuves, ces astres (que j'ai vus), cet Oc�an
(� l'existence duquel je crois) (É), en les voyant, je ne les ai pas absorb�sÊ; ce ne sont pas eux qui sont en moi
[dans ma m�moire] tels quels, mais seulement leurs images " [Livre X, VII, p. 990]. Et de m�me, pour les
connaissances scientifiques, bien que "je ne me souviens pas de leurs images, mais du savoir lui-m�me" [Livre
X, VIII-IX] . "La m�moire renferme aussi les rapports et les lois innombrables des nombres et des mesures. Rien
de cela n'a �t� imprim� en nous par les sens corporelsÊ: l�, aucune couleur, ni sonorit�, ni odeur, ni saveur, ni
impression tactile. Quand on parle, j'entends bien le son des mots qui les d�signentÊ; mais autres sont les sons,
autres sont ces notions. Les mots ont des sons diff�rents en grec et en latinÊ; mais les notions, elles,
n'appartiennent ni au grec, ni au latin, ni � quelque autre langue" ... "J'ai vu des lignes, trac�es par des ciseleurs,
d'une finesse extr�me, tels des fils d'araign�e. Mais rien � voir avec les notions de lignes, qui, elles, ne sont pas
des images des lignes transmises par mes yeux. Ces notions, tout homme les conna�t, qui les reconna�t en lui,
sans avoir � penser � un objet r�el quelconque." [XII, p.Ê994] "[Et] je n'ai rien trouv� de toi, [Seigneur,] qui ne
f�t dans mon souvenir, du jour o� je te connus,(É) tu demeures dans ma m�moire" [XXIV, p. 1005].
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m�moire."6 Les d�ductions math�matiques pas � pas reposent donc sur la m�moire, sur le

souvenir de la correction de chaque pas intuitif.

Au d�but de notre si�cle, l'un des p�res fondateurs de la logique math�matique,

E.ÊJ.ÊBrouwer, fait � nouveau r�f�rence � la m�moire comme lieu des constructions mentales

en math�matiques. Son travail a �tabli les bases du constructivisme actuel, largement repr�sent�

par l'�cole intuitionniste dans ses diff�rentes branches.

Brouwer donne � la m�moire une part dans l'acte par lequel nous produisons des

math�matiques. Par ce biais, chez Brouwer, la m�moire joue un r�le clef dans l'approche du

probl�me des fondements des math�matiques. Selon Brouwer, les math�matiques sont "une

construction mentale, essentiellement ind�pendante du langage (É). Les constructions non

langagi�res [des math�matiques] sont exactes et correctes, du fait seul de leur pr�sence dans la

m�moire". Toutefois, le besoin de communiquer nous force � g�cher la perfection de l'intuition

math�matique par l'usage de notations symboliques et par leur m�morisation, qui sont

n�cessairement incompl�tes et imparfaitesÊ: "la puissance de la m�moire humaine (É) qui doit

v�rifier ces constructions, m�me quand elle fait appel � l'assistance de signes linguistiques, est

de par nature limit�e et faillible. Pour un esprit humain dot� d'une m�moire illimit�e, une pure

math�matique, pratiqu�e dans la solitude et sans faire usage de signes linguistiques, serait

exacte"7. C'est pourquoi, pour atteindre des "v�rit�s in�branlables"8 on doit poser la m�moire

du math�maticien comme parfaite et illimit�e.

Ce faisant, Brouwer, bien que par des chemins diff�rents, arrive � une conclusion

essentiellement identique � celle de la majorit� formaliste ou platonicienneÊ: la recherche d'une

certitude math�matique absolue ou compl�te comme non-humaine. Les formalistes font

r�f�rence � des d�ductions m�caniques, ou m�me � des appareils ext�rieurs � l'�tre humain,

comme les machines de Turing. Les platoniciens font appel � des ontologies ind�pendantes.

Brouwer imagine des m�moires sans limitesÊ: la math�matique n'est exacte que comme limite

(externe) de l'humanit�. Dans tous les cas, la rationalit� humaine, � laquelle les constructions

math�matiques appartiennent, ne serait parfaite que si elle �tait ext�rieure � l'homme.

III. Temps et processus

Le temps comme m�moire

Dans les Confessions, encore, Saint Augustin donne une tr�s belle explication de la fa�on

dont le temps trouve sa mesure dans la m�moire. La compr�hension du temps ne peut se

d�duire de celle du mouvement, comme l'affirmait Aristote9, car, "quand un corps se meut,

6 Descartes [1619-1664], r�gle III.
7 Brouwer [1948], voir aussi van Dalen [1991].
8 Brouwer [1923], in van Heijenoort [1967].
9 Duhem [1913].
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c'est par le temps que je mesure la dur�e de ce mouvement"10. Le temps et l'univers sont cr��s

par Dieu, mais ind�pendamment l'un de l'autre11.

Et, plus loin, un passage fondamentalÊ: "Il y a dans l'�me trois modalit�s du temps, et je ne

les trouve pas ailleurs. Le pr�sent du pass�, c'est la m�moireÊ; le pr�sent du pr�sent, c'est la

vision directeÊ; le pr�sent du futur, c'est l'attente"12. Le pass�, donc, est (dans) notre

m�moireÊ; de plus, "C'est en toi, mon esprit, [dans ma m�moire], que je mesure les temps." En

fait, Dieu, les math�matiques et le temps (ou leur connaissance) se trouvent dans la m�moireÊ:

"[En pronon�ant les syllabes d'un vers], j'annonce leur dur�e. (É) Pour autant qu'une

sensation est �vidente, je mesure une longue d'apr�s une br�ve. (É) Qu'est-ce donc que je

mesureÊ? O� est la br�ve, mon crit�re de mesureÊ? O� est la longue, mon objet de mesureÊ?

Toutes les deux ont r�sonn�, se sont envol�es, sont pass�es, elles ne sont plus.(É) Ce ne sont

pas elles-m�mes, elles qui ne sont plus, que je mesure, mais c'est quelque chose dans ma

m�moire, qui y demeure ancr�."13

En termes modernes, avec Saint Augustin le temps est "ph�nom�nologiquement" pris en

compteÊ: le temps se situe dans l'interaction entre nous et le monde, entre la m�moire subjective

et les sons que nous recevons. Puisque la m�moire est une commune exp�rience humaine,

construite aussi dans l'intersubjectivit�, le temps est une construction ph�nom�nologique, qui

d�rive son objectivit� par le biais de notre pr�sence active dans le monde, dans une communaut�

communicante..

En revenant � Brouwer, l'intuition du temps psychologique est aussi au cÏur de sa

proposition fondationnelle, o� le temps est d�fini comme une s�quence discr�te de moments. Le

temps est "la division d'un moment de la vie en deux choses distinctes, l'une c�dant la place �

l'autre, mais restant en m�moire"14. L'intuition math�maticienne de la suite des nombres entiers

repose sur la d�sint�gration subjective et discr�te du temps, et nous pourrions dire du temps

ph�nom�nal, si Brouwer n'�tait pas enferm�  dans la solitude de son solipsisme.

Hadamard15 esquisse une image similaire, o� cependant la r�f�rence � la m�moire n'est

qu'implicite. Comme nous l'avons d�j� dit, ces points de vue furent � l'origine du

constructivisme contemporain en math�matiquesÊ: ainsi les constructions pas � pas des

math�matiques reposent-elles sur cette perception discr�te du temps, o� la m�moire du moment

pass� parcourt son propre d�roulement.

Les processus dans les ordinateurs

La perception constructiviste du temps est au cÏur de la combinaison entre les

d�veloppements formalistes et intuitionnistes sur laquelle se fonde la conception moderne de

calcul, telle qu'elle fut avanc�e par Herbrand, G�del, Turing, Church et Heyting. Cette

10 Saint Augustin, La Pl�iade [1991], Livre XI, XXIV, page 1049.
11 Saint Augustin, La Pl�iade [1991], Livre XI.
12 Saint Augustin, La Pl�iade [1991], Livre XI, XX, pp. 1045-1046.
13 Saint Augustin, La Pl�iade [1991], Livre XI, XXVII, 35, pp.Ê1052-1053.
14 Brouwer [1948].
15 Hadamard [1945].
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articulation repose sur la description de syst�mes formels pour les math�matiques comme pour

les calculs. Ces syst�mes formels sont con�us comme des configurations finies de symboles

(par exemple des propositions formelles, des machines abstraites et des donn�es), sur lesquelles

op�rent l'analyse m�tamath�matique comme les programmes informatiques d'aujourd'hui. Ainsi

les th�oriciens de l'informatique appr�hendent-ils le calcul comme le d�roulement d'un

processus dans une temporalit� discr�te (dans le sens de Brouwer), et ils con�oivent la m�moire

calculatoire comme des ing�nieurs, en termes de configurations finies de bits actualis�es dans

des "�v�nements" �lectroniques survenant dans des circuits. D�s lors, le temps, mesur� par des

horloges "objectives" et une m�moire digitale parfaite, n'a plus rien � voir avec la m�moire

humaine.

Temps et continu

Deux des plus grands math�maticiens de notre si�cle, Federico Enriques et Hermann Weyl,

soutiennent une conception tr�s diff�rente de la m�moire. Enriques16 distingue la perception

psychologique du temps, d�fini comme flux discret, du temps physique, consid�r� comme

continu.

En tant que disciple de Husserl, Weyl adh�re � une compr�hension ph�nom�nologique du

temps comme processus mental, "comme la forme de la conscience pure"17. La perception

ph�nom�nologique de l'�coulement du temps physique est irr�ductible, pour Weyl, � la

description analytique du continu des nombres r�els en math�matiques, puisque l'intuition du

pass�, du pr�sent et du futur comme continu est radicalement indiff�rente aux principes de la

logique ou � une quelconque formalisation en termes d'ensembles et de points. "Le continu de

notre intuition et les constructions conceptuelles des math�matiques appartiennent � des mondes

si diff�rents que l'on doit abandonner tout espoir de les faire co�ncider. Toutefois, les sch�mas

math�matiques abstraits sont n�cessaires pour rendre possible une science exacte des domaines

d'objets o� la notion de continu intervient"18. Diff�remment de Brouwer, Weyl sugg�re qu'il y

a (au moins) deux diff�rentes acceptions de ce qu'on appelle fonction, toutes deux valables, et

qui r�pondent � des objectifs diff�rentsÊ: d'une part les fonctions qui expriment une d�pendance

au temps, un continu, et d'autre part celles qui s'originent d'op�rations arithm�tiques, c'est-�-

dire de processus effectifs19. Ici est sous-entendue une conception plus riche de la m�moire.

Les d�roulements discret et continu du temps reposent tous deux sur une trace psychologique

du pass�, une trace essentiellement diff�rente dans les deux cas. Le premier cas fait r�f�rence

aux moments qui passent comme une succession discr�te d'�v�nements (la "d�sint�gration d'un

moment de la vie en deux choses distinctes" de Brouwer)Ê; la seconde repose sur la trace

continue du pass� dans la m�moire. Il faut noter de plus que la continuit� du temps, pour Weyl,

est diff�rente de celle de l'espace, car nous ne pouvons s�parer par des moyens analytiques,

16 Enriques [1958]
17 Weyl [1918] et [1949]
18 Weyl [1918], II, 6, o� il est aussi fait r�f�rence � Bergson.
19 Weyl [1918], I, 8.
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comme nous le faisons pour les points dans l'espace, la perception du pass�, du pr�sent et du

futur.  Dans notre interpr�tation, le temps ph�nom�nal poss�de une unit�, locale, globale, il est

organis� dans le ph�nom�ne : une m�lodie n'est pas une suite de notes, mais la m�moire des

notes �coul�es mesure la note qui suit et lui donne un sens musical.

Ceci nous �voque la tr�s belle description des trois formes du temps chez Saint Augustin; de

plus, comme Saint Augustin, Weyl met en �vidence deux diff�rentes exp�riences

ph�nom�nologiques du continu, le temps et l'espace. Le continu analytique des math�matiques,

fait de points, peut fournir un "sch�me abstrait" convenable pour une description de l'espace,

mais ne peut rendre compte de la coexistence de l'exp�rience du pass�, du pr�sent et du futur

dans le temps ph�nom�nologique, o� l'on ne peut isoler des points20.  Une liaison

math�matique possible entre ces deux formes du continu peut se trouver dans la nature

"impr�dicative" des nombres r�els � la Cantor-Dedekind21.

IV. Du nombre � la preuve

Nombre et signification

Ë l'�ge d'un an et demi, ma fille re�u en cadeau deux petits cochons. Elle d�clara

imm�diatement qu'il en manquait un. Elle ne faisait l� aucune soustraction abstraite, mais sa

profonde familiarit� avec "Les trois petits cochons" lui avait donn� une connaissance concr�te

du nombre trois. Mais, au-del� ou en de��, cette "connaissance" du deux et du trois est peut-�tre

enracin�e dans une m�moire phylog�n�tique et pr�c�de toute exp�rience active. Dans certaines

exp�riences r�centes de neuropsychologie22, on constate que le rat, le singe et le b�b� (de

quatre mois et demi!) mettent en place des r�actions similaires en pr�sence de deux (ou trois)

sons, deux (ou trois) flashes, deux (ou trois) points sur un �cran. Deux ou trois objets sont

reconnus en tant qu'ils sont deux ou trois, m�me s'ils bougent, se d�forment ou se

transforment. L'�volution para�t avoir construit des neurones qui r�agissent face au nombre

d'�v�nements dans l'environnement, ind�pendamment de leur nature, pourvu qu'ils soient peu

nombreuxÊ: deux, trois ou quatre23. Pour survivre, il faut reconna�tre et comparer au moins les

petites quantit�s de nourriture, d'objets ou de points de rep�re utiles, m�me en pr�sence de

changements "secondaires"Ê: l'appr�ciation de ces "petits nombres" ne d�pend pas de leur

pr�sentation et para�t se baser, selon ces neuropsychologues, sur une m�moire phylog�n�tique

(en tant que propre � l'esp�ce). Quoiqu'il en soit, ontogen�se ou phylogen�se, voil� un

embryon de l'invariance math�matique, ce qui pourrait �tre "derri�re" l'invariance propre au

concept de nombre, un difficile acquis de l'histoire. Les sum�riens, par exemple, il y a trois

20 Weyl [1918].
21 voir Longo [1999].
22 voir Dehaene [1997], Butterworth [1999].
23 voir Dehaene [1997] p. 37Ê; voir en particulier les nombreuses exp�riences de R. Thompson d�crites dans le
livre.
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mille ans ou plus, utilisaient des notations num�riques qui d�pendaient de l'ensemble

d�nombr�, au-del� de trois. Ainsi, ils �crivaient "6" diff�remment suivant qu'il s'agissait de six

vaches ou de six arbres. Dans ces premi�res notations math�matiques, le concept g�n�ral de

nombre comme invariant n'existe pas encore, ou n'est pas encore s�par� de la s�mantique. Le

parcours est bien long pour que le langage et l'�criture permettent la suite num�rique dans sa

g�n�ralit�, it�ration sans fin, et sa cl�ture � l'horizon, infini en acte des math�matiques

modernes.

Et il semble qu'en fait la signification (la s�mantique) n'est jamais compl�tement disjointe des

notations num�riques dans notre m�moire. Dans une exp�rience clinique r�cente, un patient qui

avait subi de profondes destructions du cerveau et avait perdu la capacit� formelle de

reconnaissance des chiffres pouvait n�anmoins reconna�tre, et en fait lire un nombre s'il pouvait

y associer une signification. Ainsi, il ne pouvait lire 1914 qu'apr�s avoir murmur� "ah oui, le

d�but de la premi�re guerre mondiale". Il reconnaissait 75, le code postal de Paris, mais 2364

restait illisible, tout comme 1914+75 24. Cette personne avait perdu, avec une partie de sa

m�moire, la capacit� de lire et de manipuler des nombres "ind�pendamment du sens", qui est un

pr�alable � l'usage du formalisme math�matique abstrait. Tout se passe comme si des liens

mn�moniques et s�mantiques op�rent � diff�rents niveaux, la manipulation formelle (la

"s�mantique op�rationnelle" des langages informatiques) �tant l'un de ceux-ci, et l'interpr�tation

dans d'autres formes de langages, un autre. Chez l'�tre humain, et � la diff�rence des

ordinateurs, ces niveaux coexistent. Une m�moire non pathologique est le lieu o� les

configurations, les formes, et les significations possibles peuvent �tre recompos�es. Un

fondement solide du savoir math�matique devrait reposer sur une recomposition similaire, en

rupture avec la tradition formaliste. Mais le "sens" n'est pas seulement une articulation

technique entre syntaxe et structures s�mantiques, que ce soit en math�matiques ou dans le

savoir en g�n�ral. Le sens appara�t avec la reconstruction des itin�raires mentaux, o�

interviennent les contextes historiques et les motivations.

G�om�trie

Il semble que nous m�morisions les lignes verticales et horizontales dans les premi�res

semaines de notre vie (quelques neurones r�agissent � elles). Nous semblons aussi acqu�rir des

aptitudes pr�coces � op�rer des interpolations, c'est-�-dire une capacit� (apparemment

sp�cifique � l'homme) de former une image plane ou spatiale � partir d'un ensemble de

points25.

Pour Poincar�, notre exp�rience du mouvement tient une part dans notre compr�hension de

l'espace euclidien26. L'�conomie de la m�moire est-elle la clef de la compr�hension des

g�n�ralisations, et en particulier de la g�om�trieÊ? Des exp�riences diff�rentes sont

24 voir Dehaene [1997], qui donne aussi d'autres exemples.
25 Ninio [1991].
26 Poincar� [1905], voir Berthoz [1997] et Longo [1997] pour des r�flexions sur ce th�me, � partir de Poincar�.
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semblablement connect�es et stock�es. M�langes ("mushing" ) et s�parations pourraient �tre les

proc�dures de base de cette �conomie, mais s�rement de diff�rentes fa�ons. En fait, nous

m�morisons les images dans de nombreuses localisations c�r�brales (jusqu'� 20, suivant les

diff�rentes perspectives, couleurs etc.), et leur reconstruction semble suivre les sch�mas des

hologrammes27. Ainsi, la localisation, dans le cerveau, va de pair avec des traces partielles et

diffuses. Ceci permet un acc�s � des informations (g�om�triques) suivant de nombreux chemins

diff�rents, chacun pouvant livrer une intuition nouvelle. Ces chemins pourraient �tre bas�s sur

des indices, puisque la g�n�ralisation mn�monique ne se fait pas sans r�f�rence � des faits

particuliers.

Les constructions math�matiques supposent un pas de plusÊ: nous extrayons des propri�t�s

communes � diff�rentes repr�sentations mentales pour les affiner dans des notations

(apparemment) sans signification. Ce processus est particuli�rement �vident dans le lien unique

entre langage et g�om�trie que l'on nomme g�om�trie alg�brique. Dans cette discipline, avec des

signes linguistiques, nous g�n�ralisons des propri�t�s de notre relation avec l'espace ext�rieur �

un degr� qui semble n'avoir plus aucun rapport avec notre compr�hension originelle du monde.

Toutefois, le math�maticien v�rifie tous les jours le poids d'une illustration par un dessin

informel sur le tableau noir, m�me quand il s'agit d'espaces fibr�s dans un topos de

Grothendieck (une structure qui a tr�s lointainement � voir avec l'espace, via les notions de

voisinage, de structure pr�servant les transformations, de foncteurs sur celles-ci, etc.). Plus

encoreÊ: en gribouillant un faisceau sur un espace topologique, nous donnons un nouveau sens

� la variation, m�me si nous ne pensons faire qu'une m�taphore. Nos dessins nous font revenir

des abstractions alg�briques � notre espace familier, mais, de plus, ils �tablissent parfois une

connexion mentale in�dite avec d'autres exp�riences, dans une repr�sentation qui peut �tre

ind�pendante de la g�n�ralisation initiale Ñ celle qui avait men� au r�sultat math�matique dont

nous nous occupons. La possibilit� de ces nouveaux liens tient � la richesse de l'enchev�trement

de notre mouvement de g�n�ralisation avec la combinaison de nos diff�rentes exp�riences du

monde, qui est au cÏur des processus mn�moniques comme de la math�matisation. Nous

op�rons des connexions par g�n�ralisations et indices, puis de nouveaux liens r�v�lent des

propri�t�s (ou sugg�rent des d�ductions) � l'int�rieur du cadre g�n�ral, ou modifient nos

g�n�ralisations mentales elles-m�mes.

R�gles et preuves

La structuration dynamique de la m�moire pr�sente des analogies avec le paradigme

fondamental de la partie la plus ordonn�e du raisonnement humain, la d�duction math�matique.

On pourrait d�crire celle-ci selon trois niveaux, en une approximation grossi�re du continuum

indistinct de nos processus mentaux.

Ë un premier niveau de la construction de la m�moire, des g�n�ralisations incompl�tes

fonctionnent comme des descriptions d'exp�riences concr�tes. Ë ce niveau, des paradigmes

27 Edelman [1992].
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g�n�raux sont m�lang�s avec des r�gles sp�cifiques (voir notre cinqui�me partie). Ces

paradigmes engendrent des attentes qui sont confront�es � la r�alit�, puis ils sont modifi�s ou

�tendus. Ë ce niveau, il n'y a pas de r�gles vraiment g�n�rales, ni de rigidit�, la g�n�ralisation

n'implique aucune formalisation, m�me dans un langage ordinaire. Les images, les sensations,

les odeurs, etc., en font partie. Nous devons � Freud la mise en valeur du caract�re dynamique

de ce processus, o� des exp�riences ult�rieures reconstruisent continuellement les souvenirs, en

les d�pla�ant, en les modifiant, en les ins�rant dans de nouveaux contextes. L'ÒÊoubliÊÓ est l'un

des traits fondamentaux de la m�moire humaineÊ: nous oublions ce qui n'est pas pertinent pour

ce que nous visons, les d�tails "inutiles" sont abandonn�s. L'oubli est un processus

intentionnel, mais qui peut aussi s'effectuer � un niveau pr�conscient ou inconscient. Il permet

de s�lectionner, de synth�tiser, d'�tablir des corr�lations en fonction d'exp�riences v�cues ou

d'un but (implicite).

Le raisonnement scientifique, comme celui de tous les jours, constituent un autre niveau. Le

langage et les dessins les supportent, et aident � �tablir des m�thodologies de d�duction, qui

cependant restent dynamiques. "Une r�gle est abandonn�e si elle produit une inf�rence que nous

ne voulons pas accepter, une inf�rence est rejet�e si elle viole une r�gle que nous ne voulons pas

amender", dit Goodman28. Le cercle de Goodman est en fait vertueux, il d�crit la dynamique de

la formation du savoir, dans le cadre d'une m�moire intentionnelle et dynamique.

Finalement, la th�orisation math�matique utilise des paradigmes similaires, seulement elle le

fait d'une fa�on plus stable. Elle le fait d'une fa�on si stable que beaucoup croient en l'absolu

du savoir math�matique, que ce soit comme th�orie formelle ou comme mettant en jeu des objets

id�aux. Pourtant, l'histoire des math�matiques est elle aussi tr�s dynamiqueÊ: Lakatos29 en

donne un expos� classique. En v�rit�, dans sa pratique de tous les jours, le math�maticien fait

continuellement usage de cadres logiques changeantsÊ: les preuves sont �nonc�es dans un

m�lange de langages diff�rents et de syst�mes semi-formels, avec la rigueur informelle qui est si

typique des bonnes math�matiques. La compl�te formalisation n'est qu'un r�ve d�chu de la

tradition positiviste qui a impr�gn� les �coles fondationnelles et l'intelligence artificielle.

V. La m�moire des actes d'exp�rience et la construction
math�matique

Lorsque nous travaillons sur les nombres, les structures g�om�triques ou les preuves, nous

faisons l'�preuve d'une tension permanente entre une compr�hension qui repose sur des

instances, des indices et des significations sp�cifiques, et l'exigence d'universalit� et

d'ind�pendance de la pure formule et du pur dessin. Ë propos de ce chemin vers la g�n�ralit�,

revenons sur quelques remarques, et essayons d'aller un peu plus loin, pour examiner plus

pr�cis�ment l'hypoth�se selon laquelle l'interaction entre la m�moire des "actes d'exp�rience"

28 Goodman [1983].
29 Lakatos [1976]
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(la m�moire proc�durale) et la m�moire d�clarative pourrait constituer un paradigme de la

th�orisation math�matique, et inversement.

En neurologie comme en psychologie, beaucoup font une distinction commode entre la

m�moire proc�durale (principalement pr�consciente) et la m�moire d�clarative ou

propositionnelle (largement consciente)30. Prenons-la comme hypoth�se. Dans cette

orientation, nous utiliserons le terme de "pr�conscient" pour d�signer les exp�riences

ant�pr�dicatives ou pr�linguistiques, qu'il faut distinguer et corr�ler au domaine de l'inconscient

humain. En accord partiel avec l'usage freudien en psychanalyse, nous nous r�f�rons aux

activit�s pr�conscientes comme indistinctes des processus inconscients, d'un point de vue

descriptif31, bien qu'elles soient fondamentalement diff�rentes en ce qu'elles, contrairement �

l'inconscient, ne sont pas refoul�es (ni n'appartiennent n�cessairement au domaine des

pulsions)32. De ce point de vue, il n'y a pas de fronti�re marqu�e entre pr�conscient et

inconscient, qui s'entrem�lentÊ: les activit�s pr�conscientes devraient s'ajouter � l'inconscient

humain au sens large, pour former l'ensemble, malgr� leurs diff�rences, de ce qui est "avant" le

langage, "en de��" du langage, sous tendant le langage, ou m�me form� "apr�s" le (ou "�

cause" du) langage et toute autre explicitation consciente. Dans cet ensemble, le pr�conscient

pr�c�deÊen g�n�ral le langage, tandis que l'inconscient freudien est donn� surtout apr�s et �

cause du langageÊ; les deux contribuent au sens. D'autre part, si le refoulement, qui est un

�l�ment constitutif de l'inconscient, peut se penser comme une forme d'oubli, et si l'oubli quant

� lui contient des aspects du refoulementÊ; ces deux ph�nom�nes essentiels de la m�moire

humaine sont toutefois loin de co�ncider.

Les m�moires pr�conscientes, qui nous int�ressent le plus ici, sont � la fois phylog�n�tiques

et ontog�n�tiques, en tant que parties du savoir impliciteÊ; elles peuvent donc se constituer bien

avant le langage. Elles contribuent directement au sens, en �tablissant un lien entre le langage et

les exp�riences de la vie (parmi lesquelles les actions du sujet)Ê; elles sont "sous" le savoir, et

lui sont directement accessibles. Ce qui n'est pas le cas de l'inconscient freudien, qui, s'il est

encore plus dynamique, reste largement inaccessible � la conscience, du fait du refoulement.  Et

m�me si les "souvenirs" qui participent de l'inconscient peuvent �merger et influencer la

signification et l'acte conscient, ils parviennent d�form�s � la conscience, marqu�s par la nature

chaque fois sp�cifique du refoulement.

Dans le cadre de cette distinction, c'est surtout la m�moire proc�durale (pr�consciente),

donc, qui nous aide dans nos comportements de la vie de tous les jours. Elle n'est pas bas�e sur

des automatismes triviaux, puisque nous pouvons adapter nos fa�ons de proc�der � des

circonstances toujours changeantes, sur la base d'une r�organisation de nos exp�riences

ant�rieuresÊ: en un certain sens, la m�moire proc�durale est la permanente r�organisation

pr�consciente et inconsciente de notre espace d'action. Les "bases cognitives" des

30 voir Shank [1982] et Nicolas [1993].
31 Laplanche et Pontalis [1967].
32 Freud [1932].
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g�n�ralisations conscientes, y compris celles des math�matiques, pourraient �tre inh�rentes � la

construction de la m�moire proc�durale. Sa nature et ses bases mat�rielles sont en fait au cÏur

de l'�volution humaine.

L'�conomie de l'espace de la m�moire, corr�l� � l'oubli, pourrait �tre orient�e par, d'une

part, le besoin "physiologique" de r�organisation et de "g�n�ralisation", en tant que stockage de

ce qui est "essentiel", des exp�riences enregistr�esÊ; et, d'autre part, par la motivation

psychologique qui �prouve la n�cessit� de mettre � distance ou de cacher des d�tails d�plaisants

ou "inutiles". Cette m�moire est une m�moire des "actes d'exp�rience", de notre v�cu dans le

monde, avant toute explicitation langagi�reÊ: elle s'enracine sur nos gestes, nos mouvements et

leur organisation �l�mentaire.

Consid�rons un exemple, qui reprend une id�e expos�e ailleurs33, et qui se base sur des

analyses neurophysiologiques34. Nous pr�c�dons la proie ou l'objet que nous voulons suivre

ou saisir par des saccades oculaires. Les saccades nous indiquent m�me le parcours � suivreÊ: la

courbe de poursuite est trac�e � l'avance par nos yeux. On ne regarde pas o� l'on va, mais on

va o� l'on regarde35Ê: cet acte de "pr�c�der par le regard" est un geste crucial pour l'animal qui

est en nous. Ces gestes, par leur pluralit� et leur vari�t�, forment une pr�sence "abstraite" dans

notre m�moireÊ: la trajectoire pr�vue n'est pas concr�te, elle n'est pas l�, ce n'est pas une ligne

dessin�e par l'architecte ou sa m�moire, comme dirait Saint Augustin. Elle est sans �paisseur,

unidimensionnelle, car seule compte sa direction. Elle est une exp�rience pr�consciente de ce

que sera notre ligne math�matique. Elle est m�me, pourrait-on dire, l'embryon pr�humain de

l'abstraction g�om�trique humaine, elle permet et donne sens � la construction math�matique, en

tant qu'origine cognitive de ces lignes que nous savons concevoir sans �paisseur, ces courbes

parfaitement lisses et optimales, pures directions, car elles sont de pures trajectoires. En fait,

elles sont le souvenir de ces trajectoires en tant que pr�vision du mouvement. La constitution

active de ces lignes et leur souvenir, m�me pr�conscients, sont abstraits, en tant qu'elles sont

lointaines de tout objet concretÊ; elles demandent notre pr�sence active, on les construit

exactement dans l'interface entre nous et le monde, aucun objet ne leur correspond dans le

monde, aucun fil de toile d'araign�e.

Au fa�te de ces processus, la g�n�ralisation pr�consciente peut �tre con�ue comme un

processus intentionnel d'isolation de la structure commune de diff�rentes exp�riences. Seuls

restent les indices qui comptent, � l'aide de l'oubli intentionnel non-conscientÊ: ils sont les clefs

de vo�te pr�conceptuelles de l'architecture du concept. Dans l'exemple pr�c�dent, ils permettent

de constituer et de donner sens au concept tr�s difficile de ligne unidimensionnelle, de ligne

math�matique.  Mais, bien �videmment, c'est dans le langage et dans la construction

intersubjective de l'objectivit� math�matique, par le partage explicite des exp�riences (mentales),

que le "concept" de ligne unidimensionnel devient possible.  Le parcours pr�conscient d�crit

33 Longo [1997].
34 voir Berthoz [1997].
35 voir Berthoz [1997], p. 201.
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n'est qu'un segment initial de ce parcours, il est derri�re la constitution du sens, en tant que

composante originaire de la signification des mots.

En fait, �  c�t� de ces exp�riences actives, quoique implicites, la g�n�ralisation explicite est la

base de la construction th�orique math�matique, et l'�conomie intentionnelle, consciente, sous-

tend souvent les g�n�ralisations math�matiques. De plus, dans les math�matiques, comme dans

les processus mn�moniques, apercevoir les similarit�s est l'essence m�me de la g�n�ralisation.

Dans la m�moire proc�durale, un paradigme est affin� � partir des similarit�s de nombreuses

situations diff�rentes. Le sujet doit apprendre comment se comporter dans un monde changeant,

il doit reconna�tre des invariants dans l'environnement, donner une unit� et une stabilit� aux

objets, ind�pendamment de la perspective, de la distance, des changements de couleur, etcÉ En

d'autres termes, la m�moire proc�durale de base est au cÏur des premi�res �tapes de notre

intelligence animale, bien avant que la m�moire propositionnelle consciente ne soit �tablie. Mais

la recherche de similarit�s et de stabilit�s est aussi ce qui oriente le travail du math�maticien

lorsqu'il isole des invariants math�matiques Ñ et l'identification de ces invariants est la

m�thode clef de la mise en relation ou de l'unification des structures comme de la sp�cification

de r�sultats g�n�raux.

L'id�e est de consid�rer les math�matiques comme un lien cognitif, l'un des plus pertinents

des liens cognitifs entre la m�moire d�clarative ou propositionnelle et la m�moire proc�durale.

Et ceci depuis les pratiques les plus �l�mentaires de comptage et d'it�ration, que nous

partageons avec les animaux ou les jeunes enfants36 , jusqu'aux exp�riences

ph�nom�nologiques du continu et leurs descriptions math�matiques37. Dans cette perspective,

une preuve des propri�t�s structurales des nombres et du continu, par exemple, correspondrait �

une reconstruction ou une extension logique ou propositionnelle, et non � la "r�v�lation" d'une

r�alit� existante, comme dans la philosophie platonicienne des math�matiques (de Saint

Augustin � G�del et Thom)38. Ou plut�t, la preuve explicite et d�veloppe dans le langage

conscient un insight sur les structures (implicites) de la m�moire. Ce regard fait advenir � la

conscience des invariants construits par notre (largement pr�consciente) capacit� d'agir, de

g�n�raliser et d'unifier, selon les chemins de la m�moire proc�duraleÊ: nous "voyons" ces

lignes sans �paisseur, m�moire active de trajectoires pr�vues. Par le langage et la logique, nous

d�ployons, souvent tr�s au-del� de ses limites, l'insight originel. Mais cet insight reste en

filigrane des constructions conscientes, leur donne sens, oriente les conjectures, sous-tend cette

habilit� � "voir" qui est au centre de la pratique math�matique.

Ces paradigmes orientent sans doute les premiers stades de notre exp�rience math�matique

(nombres, images g�om�triques de base), comme le travail math�matique de pointe. La notion

g�n�rale de nombre unifie les souvenirs des exp�riences phylog�n�tiques, et, de plus, elle se

36 voir la partie IV.
37 Longo [1999].
38 G�del [1944]Ê; Thom [1990].
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r�f�re � l'it�ration, soit une proc�dure d�crite dans le langage. Les diff�rentes exp�riences

pratiques conduisent l'une apr�s l'autre au concept abstrait. L'�criture, en particulier, ajoute � la

stabilit� et amplifie le processus de g�n�ralisation en apportant l'exp�rience d'une pluralit� de

notationsÊ: �l�ment constitutif de l'ind�pendance de toute notation du concept de nombre (voir

le texte de Saint Augustin, cit� en II). Le d�nombrement abstrait peut ensuite s'�tendre aux

limites et notre exigence de continuit� (nous d�testons les lacunes et les sauts) remplit les vides

entre nombres r�els, comme nous le faisons dans l'interpolation (un arc vient compl�ter un

cercle inachev�, une ar�te une figure irr�guli�re). D'autres structures g�om�triques �l�mentaires

viennent r�capituler les invariants et les sym�tries que nous rencontrons dans le monde, et

peuvent ensuite �tre d�velopp�es dans les math�matiques g�n�rales39. Notre facult� de nous

concentrer sur certaines propri�t�s communes, certaines r�gularit�s du monde, certains objets

stables (en n�gligeant les autres) s'acquiert d'abord au niveau pr�conscient et inconscient de la

(re)construction en acte de stabilit�s, de r�gularit�s, etc. dans un monde a priori indistinct.

Lorsque des constructions et propositions linguistiques explicites interviennent, les

g�n�ralisations alg�briques peuvent prendre le relais et mener, par exemple, jusqu'� la th�orie

analytique des nombres, ou la th�orie des cat�gories. Mais, m�me dans ces domaines avanc�s,

la pratique, � travers sch�mas et indices, repose sur des allers et retours entre propositions

pleinement conscientes et insights originaux dans les structures continuellement mises � jour de

la m�moire. L'ÒÊintuitionÊÓ du math�maticien est loin d'�tre stable et "pure"Ê: elle cro�t avec

l'exp�rience et se forme en elle, dans un travail intense. Le jeu entre pr�conscient, inconscient et

conscient o� elle se constitue infiltre et revivifie en permanence les math�matiques. Les activit�s

primaires pr�conscientes, partag�es par tous les humains (et sans doute certains animaux) ne

sont que les briques de base sur lesquelles s'�difie la cath�drale des math�maticiens, avec ses

passages secrets vers les profondeurs, pour la plupart ignor�s par la conscience.

Wittgenstein avait d�j� laiss� entrevoir une analogie entre la sc�ne primitive freudienne et la

"vision" du math�maticien, entre le d�chiffrage psychanalytique d'une m�moire confuse et

isol�e et le d�roulement irr�sistible d'une preuve math�matique40. Dans notre perspective, le

mode linguistique et formel d'exposition des propositions math�matiques serait une

reconstruction a posteriori, sur un mode d�claratif et essentiellement d�ductif, d'une interaction

originelle entre des g�n�ralisations conscientes et pr�conscientes d'allures proc�durales. Cette

reconstruction serait analogue � notre propre d�chiffrage des insights sur les structures de notre

m�moire proc�durale.

Dans ces divers sens, les constructions math�matiques trouvent leur assise dans la m�moire.

La m�moire est le lieu o� les premiers invariants sont (re)construits et les analogies deviennent

possibles. Elle permet l'interaction entre le savoir explicite, propositionnel, et les proc�dures

pr�conscientes. De plus, et cela est un autre lien, tr�s important, la nature normative des

math�matiques semble correspondre aux proc�dures comme normes comportementalesÊ: la

39 Weyl [1952].
40 Wittgenstein [1980], Voltolini [1985].
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m�moire proc�durale s�lectionne et mobilise certaines normes en vue de l'action, et ce

fonctionnement pourrait �tre paradigmatique de celui des r�gles en math�matiques. Bien s�r,

tout cela n'est possible que parce que la m�moire humaine n'a rien � voir avec les m�moires

digitales bit par bit et leur fonctionnement parfait, sans faille et sans oubli, totalement passif.

Comme nous le disions, l'oubli intentionnel, par lequel s'op�re une s�lection largement

pr�consciente et inconsciente des actes dans l'acte v�cu, est au cÏur de la m�moire humaine. Et

il est donc au cÏur de la constitution de l'objet math�matique, en tant qu'invariant conceptuel, et

de la preuve math�matique, en tant que normative.

En plus des analyses logico-math�matiques, qui restent essentielles pour assurer la coh�rence

des structures relationnelles explicit�es dans le langage, l'analyse des fondements des

math�matiques doit donc s'enrichir des approches cognitives concernant la constitution des

concepts et des normes, que nous essayons d'esquisser ici.

VI. Intuition et signification

L'intuition comme reconstruction de la m�moire

Concernant la tentative hilbertienne de fondement formaliste des math�matiques, il faut

reconna�tre que, selon les termes de Hermann Weyl, "l'audacieuse entreprise de Hilbert peut

revendiquer un m�riteÊ: elle nous a r�v�l� la structure extr�mement complexe et d�licate des

math�matiques, son labyrinthe de connections r�trogrades (back connections) qui se r�sument

en propositions circulaires qu'elle ne peut r�duire, m�me lorsque � premi�re vue celles-ci ne se

devraient pas conduire � une contradiction flagranteÉ Mais quel est son fondement cognitif, si

l'on pense, comme il est admis, que les formules n'ont aucune signification par laquelle elles

pourraient exprimer une v�rit� intuitiveÊ?"41.

Attirons l'attention sur la "structure d�licate des math�matiques, son labyrinthe de

connections r�trogrades", pour souligner son analogie avec la formation de la m�moire. De ce

point de vue, la reconstruction de la m�moire peut �tre consid�r�e comme un moment crucial de

l'intuition math�matique. Le labyrinthe des structures linguistiques et g�om�triques est

soudainement travers� d'une voie lumineuse qui jette des ponts inattendus, �tablit des liens

originaux. C'est ce que nous appelions, avec d'autres, dont par exemple Weyl, un "insight".

Nous "voyons" les invariants math�matiques, comme les structures math�matiquesÊ: nous

voyons la ligne math�matique sans �paisseur, m�moire r�ifi�e d'une pr�vision du mouvement

dont nous parlions; m�moire qui se sp�cifie ult�rieurement dans le langage, en particulier gr�ce

� la comparaison avec les exp�riences d'autrui.

Mais ce n'est pas une vision passiveÊ: � nouveau, c'est aussi une (re)construction qui

proc�de par interpolations, institutions de liens, constructions de ponts conceptuels et analogies,

41 Weyl [1949].
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et qui se d�ploie sur et gr�ce � la m�moire. L'insight math�matique est un regard actif, qui

(re)construit.

Nulle magie iciÊ: comme nous le sugg�rions, il ne s'agit que du fonctionnement de

l'intelligence humaine, qui est, par d�finition, la rationalit� m�me. La question des fondements

des math�matiques requiert son analyseÊ: la d�monstration formaliste de l'absence de

contradiction (de la coh�rence des cadres formels) est n�cessaire, comme le dit Weyl, mais nous

devons aussi donner les raisons des constructions math�matiques, nous devons analyser leur

signification aussi bien que les chemins cognitifs qui y m�nent (leur "comment").

Un long travail sera peut-�tre n�cessaire avant que ne viennent � la lumi�re d'une

compr�hension �largie mais claire de la rationalit� les processus de fond � l'Ïuvre dans le

savoir math�matique. Il y faudra une large recherche interdisciplinaire, bien au-del� des

tentatives de r�duction du raisonnement (math�matique) � des automates finis ou � des

ordinateurs, qui sont des machines plut�t irrationnelles et limit�es. Un point clef, auquel nous

avons fait allusion, en est l'analyse de la relation entre le travail math�matique effectif et les

syst�matisations incompl�tes a posteriori. Sur ces bases, la compr�hension ne r�side pas dans

une d�ductibilit� logico-formelle, qui r�organise le discours apr�s coup, mais rel�ve d'une

contigu�t� "mentale", une proximit� des signifiants dans le langage, ou peut-�tre m�me d'une

topologie du cerveau, et/ou de transformations dans une aire d�j� structur�e de la m�moire Ñ

c'est-�-dire de r�organisations de celle-ci (voir Thom, lorsqu'il qualifie de "d�lire" les

explications purement logico-formelles, et propose une "g�om�trie de la signification", en

faisant principalement r�f�rence au langage42). Ainsi, le r�sultat de la compr�hension est la

cr�ation d'un nouveau haut niveau de structures mentales et math�matiques, o� les similarit�s

essentielles et les transformations entre diff�rentes aires sont enregistr�es dans un processus

dynamique et interactif43.

Formes stabilis�es et calculs

Les m�rites des approches formelles sont toutefois immenses. La m�thode axiomatique, o�

des r�gles de d�duction viennent s'ajouter � des axiomes simples, a donn� aux math�maticiens

de ce si�cle une notion bien d�finie de la rigueur et ouvert la voie � la construction de syst�mes

formels, et, plus tard, de syst�mes de programmation. Frege et Hilbert ont propos� un

paradigme de l'id�al de la logique et du formalisme, par lequel les preuves peuvent toujours �tre

v�rifi�es, m�me si la formalisation n'est jamais compl�te. Or, les ordinateurs exigent des

langages formalis�s, et celles-ci, jusqu'� maintenant, sont largement bas�s sur le paradigme

formaliste.

Un exemple de ce m�lange de propositions th�oriques et de pertinence pratique peut �tre mis

en avant. La pratique de g�n�ralisation math�matique a une contrepartie formelle pr�cise dans la

combinaison des r�gles "d'introduction" et "d'�limination des implications", dans la d�duction

42 Thom [1990].
43 voir Shank [1982].
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naturelle de Gentzen-Prawitz. �tant donn�e une d�duction, si une fl�che (une implication) est

introduite, puis �limin�e, on obtient une preuve �quivalente. Par ce moyen, on d�crit

formellement la formation de lemmes g�n�raux dont des th�or�mes sp�cifiques sont d�riv�s

comme des cas particuliers (cette op�ration s'appelle "�limination des coupures"44). La

possibilit� de reconstruire de fa�on coh�rente les preuves par �limination des coupures assure la

consistance de cette proc�dure et d�crit une m�thode typiquement math�matique par laquelle on

affine des connaissances en un lemme g�n�ral qui peut �tre enregistr�e en m�moire pour des

usages ult�rieurs (puis on �limine ce lemme de la d�monstration). Cette g�n�ralisation

paradigmatique est au cÏur de l'affectation des types, de la d�duction automatis�e, et de

beaucoup d'autres outils et applications utiles en informatique (en particulier en programmation

fonctionnelle).

La signification comme m�moire d'ordinateur

Weyl, dans notre citation du d�but de ce chapitre, critique l'accent totalisant mis par Hilbert

sur la d�monstration de consistance, car elle est indiff�rente � la signification des th�ories

formelles et � la question de leur pertinence. Il ne croit pas � une analyse fondationnelle qui

r�duirait les math�matiques � un jeu abstrait de symboles formels. En fait, dans le vaste champ

de recherches (qui a �t� longtemps le mien) appel� "s�mantique d�notationnelle", les langages

formels sont solidement ancr�s � la signification. Dans cette s�mantique, on doit associer les

pr�dicats et les symboles de constantes � des ensembles et des structures. Les variables sont des

valeurs qui parcourent des ensembles ou des objets dans des univers structur�s. Cette approche

a permis une rencontre fructueuse entre les points de vue formalistes et platoniciens, et a indiqu�

comment d�finir une notion g�n�rale de la signification qui s'applique � toutes les formules d'un

syst�me donn�. Ainsi, le sens est donn� par la traduction de syst�mes formels (qui peuvent �tre

in�dits) dans une structure math�matique (qui peut �tre in�dite). Les notions et les techniques de

la structure s�mantique sont parfois d'autant plus riches d'informations qu'elles sont �loign�es

des syst�mes sur lesquels elles interviennentÊ: le sens qu'elles apportent est d'autant plus

int�ressant que les ponts et les liens qu'elles r�v�lent (et construisent) sont inattendus.

Sur ces bases, les travaux de D. S. Scott et d'autres ont jet� les bases des d�veloppements

contemporains dans la s�mantique des langages de programmation. Toutefois, une diff�rence

cruciale appara�t dans la s�mantique actuelle des programmes, dans laquelle la m�moire de

l'ordinateur joue un r�le. La s�mantique d�notationnelle r�f�re les signes � des structures

externes, essentiellement les objets id�aux de l'approche na�ve des math�matiques. Dans la

s�mantique "concr�te" des langages informatiques, on associe les variables � des localisations

en m�moire, dans un ordinateur abstrait. Ainsi fonctions et pr�dicats deviennent-ils des

proc�dures et des types de programmes, et les variables, des adresses d'informations

44 voir Girard, Lafont, Taylor [1990] (et Asperti et Longo [1991] pour les liens avec les structures
math�matiques (cat�gories)).
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enregistr�es. C'est un fructueux mod�le de l'organisation de la m�moire �lectronique et de sa

formalisation math�matique, mais, bien s�r, cela n'a rien � voir avec la m�moire humaine.

VII. Objectivit�

Les possibles connections des constructions math�matiques avec le chemin de la m�moire

vers les invariants, les proc�dures et le savoir explicite, donnent quelques �l�ments pour un

fondement cognitif de l'objectivit� et de l'efficacit� math�matiques. Les math�matiques ont un

contenu objectif et sont efficaces pr�cis�ment parce qu'elles trouvent leurs racines dans nos

relations les plus profondes avec le mondeÊ: c'est pour cela qu'elles disent quelque chose sur le

monde et peuvent �tre partag�es (elles sont une exp�rience intersubjective) Ñ c'est leur

ÒÊobjectivit�ÊÓ Ñ Ê; et c'est pourquoi elles le disent avec succ�s Ñ c'est leur ÒÊefficacit�ÊÓ.

Nous construisons les math�matiques dans une interface entre nous et le monde, en

commen�ant par les r�gularit�s du monde Ñ au moins les r�gularit�s que nous voulons bien

voir. Dans un mouvement d'enrichissement de nos connaissances, nous disons quelque chose

sur le monde en lui donnant sens et en construisant en m�me temps notre propre moi, individuel

et historique. Et nous le faisons aussi, et largement, par des math�matiques, en tant qu'elles

int�grent nos relations primitives avec l'espace et le temps, les d�nombrements, les contours

g�om�triques.

Les math�matiques sont remarquablement objectives et efficaces, pr�cis�ment parce qu'elles

ne sont pas isol�es dans un vide formaliste ou platonicien, ind�pendant du sens ou de

l'homme45. Elles sont bien au contraires li�es aux autres formes de savoir, celles d'�tres

vivants dot�s d'une histoire, elles partagent avec ceux-ci certaines racines cognitives.

Un point ne devrait pas nous �garerÊ: par m�moire, dans cet article, nous entendons aussi

l'exp�rience commune, historique. En math�matiques (au moins), la m�moire "individuelle", au

cÏur de notre analyse, n'aurait aucun sens sans l'intersubjectivit�. Premi�rement, comme nous

le disions, nous paraissons poss�der une m�moire phylog�n�tique, donc commune, des petites

quantit�s, des petits nombres, ainsi que le soutiennent de nombreux neurophysiologues46.

Deuxi�mement, les math�matiques sont une exp�rience partag�e � l'int�rieur de la communaut�

humaine. L'invariance et la stabilit� de ses concepts et m�thodes peut �tre attribu�e en partie aux

processus subjectifs que nous essayons d'esquisser, en nous fondant sur la m�moire, et en

partie � la comparaison avec les (et au partage des) invariants exp�riment�s par d'autres. Et ces

formations de significations interagissent continuellement. Le langage et les dessins donnent les

outils qui nous permettent de r�v�ler des structures actualis�es dans des exp�riences

individuelles distinctes, d'en expliciter l'invariance dans l'intersubjectivit�Ê: l'�criture accro�t la

stabilisation des concepts, elle leur ajoute un niveau plus �lev� de reconnaissance de

l'invariance.

45 voir aussi Longo [2000].
46 Dehaene [1997], Butterworth [1999].
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Consid�rons par exemple les nombreuses notations diff�rentes des nombres. Chacune, apr�s

les premi�res tentatives (cf. les notations sum�riennes), stabilisait le "concept" de nombre

comme ind�pendant des objets d�nombr�s. La conscience historique de la possibilit� de

nombreuses notations diff�rentes est au cÏur de la conception la plus avanc�e de

l'ind�pendance, celle de la th�orie des nombresÊ: les notions et les th�or�mes de la th�orie des

nombres ne d�pendent pas de la notation choisie pour les nombres, comme le disait Saint

Augustin. Pour lui, ils ont une existence absolue, dans la m�moire. Pour nous aussi, la

m�moire (individuelle et collective) participe � la conception des nombres, mais en tant que lieu

essentiel d'un processus constitutif.

Lors de leur construction subjective et intersubjective, les math�matiques s'appuient sur

d'autres formes de savoir, ou, pour mieux dire, sur les m�mes ph�nom�nes cognitifs que

celles-ci, avec lesquelles elles partagent des racines communes. Mais elles s'en distinguent par

l'attention particuli�re qu'elles portent � l'invariance et � la stabilit�. Et leur extr�me

ind�pendance par rapport � la signification et aux contextes les fait appara�tre comme la forme la

plus objective du savoir.

Les math�matiques sont pourtant riches de signification, et articul�es � des contextes.

L'espace, le temps, les formes des objets, le monde structur� qui nous entoure ne pr�c�dent pas

plus nos constructions que leur interpr�tation math�matiqueÊ: nous les dessinons en vivant et en

agissant dans le monde, en faisant �merger par une s�lection active des r�gularit�s de base,

parfois � l'aide des math�matiques. Nous les construisons en formant notre moi dans un

mouvement de structuration du monde. La plus simple des perceptions sensorielles est loin

d'�tre passive, nous la s�lectionnons et l'interpr�tons activement47. Et aucune de ces

exp�riences ph�nom�nologiques de l'espace, du temps, des formes, etc., ne serait possible sans

leur m�morisation dynamique. Les structures du savoir (math�matique) conscient ne sont que la

partie �mergente d'un iceberg de processus accumul�s largement pr�conscients, o� nous

actualisons des invariants et des stabilit�s suivant des orientations intentionnelles, dans une

m�moire individuelle et collective.

Conclusion

Dans cet article, nous avons mis l'accent sur l'intuition comme reconstruction de la m�moire,

et sur la g�n�ralisation et l'abstraction comme construites aussi par une pratique pr�consciente

de l'ÒÊ�conomieÊÓ des indices en m�moire et comme processus d'isolement des invariants et

des similarit�s, sur le mod�le de la m�moire proc�durale active. Le r�le du pr�conscient et de

l'inconscient est immense, et a �t� maintes fois explor�, depuis le d�but du si�cle48.

Malheureusement, les puissantes (et techniquement efficaces) �coles formaliste et platonicienne

qualifi�rent ces �tudes de psychologisme inutile, et d�courag�rent leur poursuite. En fait,

47 Voir Berthoz [1997] et Ninio [1991] pour des exemples r�cents en physiologie et neuropsychologie.
48 voir Poincar� [1902], Hadamard [1945].
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l'introspection, leur seul outil d'analyse � l'�poque, n'avait pas un statut scientifique

comparable � la math�matisation des fondements que proposaient ces �coles (les formalistes, en

particulier). Cette math�matisation a elle-m�me su montrer ses limites, ses incompl�tudes

essentielles49Ê: tout en la poursuivant, car elle est extr�mement informative et techniquement

profonde, il faut l'enrichir par une analyse de la pratique des math�matiques dans le cadre de la

cognition humaine.

Il doit �tre clair que l'orientation constructiviste, enrichie de la philosophie d'Enriques et de

Hermann Weyl, influence le point de vue esquiss� dans cet article, s�rement et aussi � cause

d'une longue exp�rience d'utilisation technique des th�ories math�matiques "intuitionnistes" de

la part de l'auteur. En fait, malgr� les positions difficilement acceptables de Brouwer sur la

subjectivit�, le langage et la m�moire (son solipsisme), et malgr� l'incompl�tude des intuitions

de Poincar�, leurs points de vues sur les fondements des math�matiques peuvent �tre

r�actualis�s, en ce qu'ils nous orientent vers la question de "l'enracinement des math�matiques

dans nos efforts pour vivre et savoir", pour le dire avec Weyl, et ils renouent avec le sens de

l'histoire, propre � Enriques. Leurs r�flexions peuvent �tre consid�r� comme pr�liminaires �

une analyse fondationnelle �largie de ce que maintenant nous appellerions la connaissance

math�matique (une analyse des fondements de la connaissance math�matique, plut�t que des

math�matiques), car elles prennent en consid�ration la "construction conceptuelle" des

math�matiques et proposent un questionnement sur le "processus de connaissance", le

"comment" de la constitution des concepts et de la preuve.

Cette influence du constructivisme doit donc s'entendre comme celle de son orientation

philosophique g�n�rale,  plut�t que comme celle du cadre limit� (et limitatif) des math�matiques

intuitionnistes, qui conviennent surtout aux math�matiques de l'informatique. Dans cette vis�e,

il nous faut en premier lieu d�passer l'introspection, pour nous articuler aux "sciences du

mental" d�j� largement �labor�es, et oser rechercher des connections avec les r�centes avanc�es

dans la compr�hension scientifique des processus mentaux, o� la m�moire, en particulier, joue

un r�le fondamental.
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